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Dedução 

Dedução a partir de um conjunto de premissas 

Definição: Sejam T um conjunto de fórmulas e a 
uma fórmula , ambos de um sistema formal F. 

Dizemos que a é consequência sintática de V se 
existe uma sequência (S lf ... , / 3 n de fórmulas t.q. 



Dedução 

Pn ^ 
e cada p t 

1. é um axioma ou 

2. Pertence ao conjunto V 

3. É consequência direta de fórmulas 
anteriores a ela na sequência por meio de 
uma regra de inferência 


Dedução 

A sequência /? 1; ... , /? n é chamada de dedução de 
a a partir das premissas (hipóteses) em Y 

a é consequência sintática de Y: 

Y \- F a 


Ou simplesmente 


Y \- a 



Outras Notações 

Se T é um conjunto finito: V = {p lt ... , /? n } 

Pl> ■■■ ; Pn •” a 
Se r é um conjunto vazio: Y = 0 

I- a ^ 


Nesse caso, a é 
um teorema do 
sistema. 




Propriedades do 

Monotonicidade 


SeT ç A 
e T I- a, 
então Al -a. 

a 




A 


Propriedades do operador h 

Compacidade 

r I- a se e somente se 

existe um subconjunto finito A Q V tal que 

Al -a. 



Propriedades do operador l- 


Regra do corte 

Se A I- cr e 
para cada /? E A 
temos que T I- /?, 
então T h cr. 


r = fx, y, z, w} 



a 



Consistência 


CONSISTÊNCIA ABSOLUTA 


Definição : 

Um sistema formal F é dito absolutamente 
consistente se existe ao menos uma fórmula de 
F que não é teorema (de F). 



CONSISTÊNCIA 


Consideremos agora um sistema F que possui 
em sua linguagem o símbolo -i 

Assumimos que se a é uma fórmula, então -i 
também é uma fórmula 


CONSISTÊNCIA 


Definição : Um sistema formal F é dito consistente 
se para toda fórmula a não é verdade que a e 
-i a sejam ambas teoremas (de F). 



(meta)TEOREMA 1 


Se F é um sistema formal consistente, então ele é 
absolutamente consistente. 

Dem . Se F é consistente, então não podemos ter 
a e -i a ambas teoremas. 

Logo, pelo menos uma delas não possui 

demonstração (existe uma fórmula que não é teorema). 



(meta)TEOREMA 2 


Suponha que para quaisquer fórmulas a e /? 
temos que 

a, -i a h /?. 

Então, se F é um sistema formal absolutamente 
consistente, ele é também consistente. 



DEMONSTRAÇÃO 


(Hl) a, -i a \- /? 

(H2) F absolutamente consistente 


(Tese) F é também consistente. 


DEMONSTRAÇÃO 

(Hl) a, -i a h p 


(H2) F absolutamente consistente, então existe 
uma fórmula y que não é teorema de F. 

Por (Hl), temos que 

(1) a, -i a h y 


DEMONSTRAÇÃO 

Vamos raciocinar por absurdo. 

Se a e -i a fossem ambas teoremas de F, cairíamos 
na regra do corte: 

a, -i a I- y 

E cada premissa: 

0 ha 

0 I — i a 


Contradição, 
pois y não é 
teorema de 
F (H2) . 


Regra do corte: Se A I- cr e 

para cada /? E A temos 
que T I- ( 3 , então T I- cr. 


Portanto: 0 1 - y 





DEMONSTRAÇÃO 


Concluímos que a e -i a não podem ser ambas 
teoremas de F, e como a é arbitrária, segue pela 
definição que F é consistente.* 


Finalização 
parcial da série 

- Sistema formal 

- Prova 

- Teorema 

- Noção de verdade 

- Decidibilidade 

- Consistência 


Próximos temas 

- Interpretação 

- Modelo 

- Compacidade 

- Completude 

- Independência de 
axiomas 
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